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Труды математиковъ недавно минувтаго вфка, обогаливъ 
анализь открытемъ цЪфлаго ряда областей, въ то же время 
иного содёйствовали приведению въ стройную систему какъ 
новаго, такь и ранфе накопившмагося научнаго’ матерала на 
осповани строгихь опредФленй и доказательствь. 

Однако и при ныЕЪшнемь состояни анализа еще оствлотся 
ифкогорыя мЪста, обработку которыхь нельзя считать захон- 
чевною. Кь числу такихъь мЪсть, на.мой взелядь, слёдуеть 
отнести главу объ особыхъ интегралахь дифференщальныхь 
уравненй, 

На существование особаго интеграла виервые`указаль Тай- 
лоръ ') въ 1715 гоу, при чемъ онъ назваль такой интеградъ 
«Этешатяз фиаефаю зоо ргоМешайз>. Второй иримФрь 
особаго рлешя быль найдень Ёлеро въ 1714 году *). Эйлер», 
не зная © своихъ предтественникахь, заново натель «№- 
Бе рахадохоп» *). Систематическая розработка теорш 060- 


3) Сы. Гадтание. Тесопз зпг 1е сз]ем] бев Фопебиия. #308, р, 228. 
=) См. Тадтание №: с. р. 280. 
=) Сы. Гацтаике 1. с. р. 233. 
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бызь рёшенй. началась посл Эйлера. Въ ней приняли уча. 
сце: Ланлась (1772 г.), Лагранжь (1774 г.), Лакруа, Ле- 
жандрь, Нуассонь, Коши, Буль, Каталанъ, Кели, Дарбу п 
иноце друме '). 

Основатели теорш стояли и аналитической почвф. Исходя 
изъ этой вменно точки зрёня, Пуассонъ и Коши дали при- 
знаки, позволяюнуе узнать, представляеть ли вайденное рёте- 
не особый ннтеграль въ собственномь смыслВ слова, изи оно 
ззключаетея въ общемъ интеграхв, какъ частный случай. 

Лагранжь впервые указаль из геометричесей образъ особаго 
ввтеграла- огибающую кривую. Сь тВхь порь теорйя особыхь 
рёшенй прюбрёла по пренмуществу геометрическ Я характер. 

ПослЬ работь перечисленныхь великнхь ученыхь въ срав- 
вительно небольшомь вопрасв, повидимому, трудно было при- 
бавить кь теорйя что либо новато. Между тБыъ въ учебникахь 
анализа едва ли найдется другая глава, гдВ бы вотрЪчалось 
такое разнообряз!е премовъ изложешя, какь въ. главВ объ 
особыхь интегралахъ. 

Это можно объяенить только тВмъ; что каждаго составителя 
курса не удовлетворяеть изложеве его предшественниковъ. 
И една ли можно не согласиться съ словами Навов въ его: 
Зупорыв 4ег Нонегев Мафешайк: ‹Уаз. шап аБег эта ге 
Тобестые чевз, 18ё посП зевг ииуоНКопинен»> *). 


1) Исгоричесьа овфдьня и нодробную яитералуру, касзющтуюси особых 
интеграловь, ыромё какъь въ цитировавномь выше сочинения Лэтравжа, 
хожно найти вЪ слёдующихь винтах: - 

116. Нанеи. Вупорыв ег Эбъегел Майшешеййк. Ва. 3, Елебот. $, 3. 140. 
* 2) Д. Делярю. О разыскаян особенныкь рЫшенй ляфферевщальвыхь 
уравненшй иперваго поряльй, зависащихь оть двухъ перонбнныхь. Харь- 
жовъ 1868. 

3) Д. Делную. Обь особыхь рёмещихь дяффоренщельвых уравиевй 
важого бы то ви бызо ‘порядка. „Математчесый Оборвявт»“ т. ТХ. 

4) А. Васильеву, Объ особенныхь рышеныхь въ связи съ новыин 
взуляхами из задачу интегрировашя дифферващальныхь уравневй пер- 
заго порядка. Базьль, 1878. 

*) Нареп. Зуворав, 1. с, р. 188, 
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Разсуждешя Лагранжа обь особыхь интегралахь въ [29005 
з0г 1в са 408 Гопенонв уже ясно носять слёдн’ методовъ 
теорш фунещй. 

Казалось бы, послфдователянъ Лагранва было вотественно 
едфлать небольшой злагь — примвнать оспованную Коши и Ри- 
маномь теорю фуякциГ къ дальнёйшему развито Лавграин- 
жевой идеи. 

Между тЪиъ особые интегралы составляюбь едва ли не 
одинственную главу теоми дифференщальныхь уравненй, въ 
которой до. сихь поръ рдно иримфняются методы теори функций 
комплекснаго перемённаго, совершенно измФниввие характеръ 
ивложешя друсихъ отдёловь въ теорм дифференщальныхь 
уравненй. 

Настоящая замВтка иметь цзлью ‚ИФеколько пополнить ука- 
занный пробфль. 


1. Пусть дано диффероийальное уравнеш»: 
УИ, 9) [о 


# 
тдв У есть производная я, ах, у) даитал фуиаця аргумен- 


товь ии 9. 


Припомнимь план доказательства сущеетнованя интеграла 
уравнены (1) сБ одивиь произвольным ностояинымь: 


Дифференцируя равенство .(1), находихь 


9,4% 


у’ = Ь (2) 


Дифференцируя равейстпо {2) такпиь же образом иЪеколько 
1 
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разь поль рядь, мы найдемь выражешя пропзводныхь слёлую- 
щихъ порадковь: 


У”, У и, 
въ видь авныхь функ оть ги у. 


Выбервыт произвольную пару величин х,, у,, пъ области 
которыхь пралая чзеть уравнены (1) голоморфиа. Ветавивъ 
2,, \, въ выраженя у’, У’, У", у", у", ..., иаходимь воот- 
вЪтетпующйя величины этихь, фунецие: 


О и, т, Ч... {3) 


Виеея эти величины въ формулу: 


у, 


о О 1.”--.... (4) 


находим рядъ, формально удовлетворяющий уравненно (1), и, 
хром того, сходянуйся въ иБкоторой конечной области, какъ 
это довазываетея извзстиыми разсужденями, излагаемыми въ 
курсахь дифференшальныхь уравнен. 

Пусть памь улалоеь кахинъ либо образомт найти нитегралт, 
уравиен (1): 


Са, у. (5) 


Если существуетк хоть одна пара величинь х,, и), удовле- 
чворающихь уравнению (5) и притомь такая, что въ области 
этихь величинь х., у, аравая часть уравиены (1} голоморфиа, 
то уравневе (5) неиренфнно будеть заключаться въ общемь 
яитегрань; въ самомь дав, фувьшя у въ этомь случаев раз- 
ложится въ рядь вида (+4). 

Отсюда слЪдуетъ, что интеграль (5) только въ томъ случа 
можеть быть особымъ, когда всянал пара величинъ х, у, удо- 
влетворяющихь уравиеншю (5), соотвЪтетвуеть особой точьЪ 
фувьщи Дт, у). Въ этомъ смысл можно назвать тогда урав- 
ненше (5) уравнешемь особой лиши фупкци /(е, у). 
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Итакъ, особый интеграль уравнены (1) вседа предетавляегь 
собою особую лишо функщи Дт, 5); по не наубороть: особая 
ливня функц Их, у) можеть не быть вовов ивтеграложь 
уравнешя (1), нвли можеть оказаться его часлнымь инте- 
граломъ. 

Поэтому плань нахождения особаго иптеграла представляется 
въ сл\дующемь вид: 1) находимь особую лнийю фупкщи И у), 
2) убёждаемся въ томъ, что пайдениое соотношене удопло- 
творяегь уравнению (1), и 3) что оно пе есть частный вяте- 
гралъ. 

Положеше особой точки аналитической упкщи харавтери- 
зуется тВыь, что въ такой точкВ или сома функя или одиа 
ить ва производныхь обрацаетея вь безконечиость. 

Поэтому особая лишая функщи (г, у) опредвлится изъ усло- 
ыв, чтобы во вовхъ ея точкахъ имбло мфето но крабией мЪрь 
одно изъ соотношенй: 


Да, уу о, 

д 

В В 

9 о ; 
в — д и <> ду" уу 6) 
9 д 9 9 

д дбу ад вуз 


Каждое изъ этихт уравнешй можете опредфлить собой осо- 
бый интегралъ, 
Если функшя Ка, у) однозначна, то во всякой ово точЕВ 


ея будеть имёть мВото -равенсто: Их, у}, о я= 
Следовательно правая часть уравнешя: 
р 


{Г 
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въ каждой такой точеЁ равна нулю, а потому уравнеше {1} можеть 
лыфть особымъ интеграломь только х==еолаё, 

Итавт, уравнене (1) только въ томъ случаь может пмфть 
особые интегралы, отличные отф 2==60184., когда правая часть 
его многозначна. 

$ 2. Производя надь обфими частями уравнешя (1) надле- 
жаибя алгебраичесыя или трансцендентныя операци, въ боль- 
шинствВ ветрёчающихея въ приложеняхь случаевъ, можно 
его привести къ такому эиду: 


Ро, №, У), (т) 


ТАБ лВвая часть уравненя есть функщя толоморфивя при вся- 
кихь конечныхь 5, 9, У. 
Это возможно всявШ разъ, котда уравиене (1) алгебран- 
ческое, н во многлхъ. случаяхь, когдь оно траисцендентиое. 
Пусть удалось привести уравнеше (1) къ сказанному выше 
ввду (7). Тогда уравненя (6) примуть видь: 


У= <, 

ву ву 

9% би ^^ 

ду а 

де =, ры, {6°) 
9/ ду’ ду" 


Зее 99. дд дадут > ©, ду — © 


ЕДВ у’ опредфляется, как пеавная функщя оть хи у, ить 
уравнешя (7). 

Первое изъ этихь уравиешй можеть повести только къ иа- 
хожденню интеграла пила: ” 


д=с008., 


если опо существуеть въ уравнеши (7). 


— 9 = 

Выражения лфвыхь частей остадьныхь уравненй (6’) пред» 
ставлають собою дроби, гдЪ въ числителв стоять различные 
фунющи оть 2, у, У, голоморфныя вь области конечныхь 
2, у, У, з знаменателями служать исключительно различные 
степени оть ЗЕ, у, У). 

ду 

Отсюда слёдуеть, что соотношеня (6’), крем перваго, мо- 

гугь выфть мфето только ири услови: 


де, у, 
в 9 фо. (8) 


Итавт, овобые интегралы уравнения (7) моими опредляться 
Только: 


1) зь условя: #—60184., 


ЭР У) 
ду 0. (8) 


2) изъ условная: 


$3. Пусть мы наштаи одно изь соотношенй, вытекающихь 
изь равенствь (6) или (8): 


Се, у=0 (5) 


и убвдились, что оно удовлетворяеть данному уравнентю (1). 
Спрашинается, какъ узнать, будеть ли иитеграль (5) особымъ 
или частнымъ. 

Такъ кавъ всв выражены, входяпия въ равенства (6), суть 
аналитичесыя функши оть хи у, 10 аошо, ч10 а, у) тоже 
аналитическая функля оть с и у. РЬшивъь уравнеше (5) 
отяосительно у, мы выразимъ у, какъ явную Функцио 2: 


уе), (9) 


при чемь (2) ееть опять функща зпалитическая. Поэтому 
сущеетвуеть безчисленное множество таких значе х,, перв- 
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ыфннаго 2, вв области которыхь функтя ©(%) голомоффиа, и, 
сафдовательно, можеть быть разложена въ радь вида; 


прай И ищр-- 
{10) 
Отсюда яемо, что, соли велечяны 
9), т’), У’), ФИ), ты), ... 10) 


при у,=2(,} окажутся соотаётелвенно равными найленнимь 
изъ уравненя (1) величинамь (8) для того же зиачешя х,, 
то радь (10) будеть тождеетвенъ съ радомъ (4), соотномене 
{9), или, что то же, (5) будеть заключаться въ общемь инте- 
граяф, и, поэтому, будеть представлять собою частный инте- 
гралъ. , 

Обратко, если при сказанныхь условыхь хоть одна изь 
величинь (11) окажется отличной оть соотвфяствующей вели- 
чины (3), то интеграль (5) навёрно будеть обобымъ. 

Такь вакь у=о() есть интеграль уравнешя (1), то $’(я,) 
непремфнно будеть равно и’, но между соотвётетвующими 
величниами двухъ рядовъ: 


9’), 9 е.), У), 9), ..- 


» 


№ 
МоРуть оказаться неравныя между с0б0ю- 


Итакъ, для эвою, чтобы соотношеше (5) было особымь ‘иняне- 
зраломь ‘уравненя (1), необходимо и достаточно, чтобы хоть 
одни изъ производныть высшихь порядков: отг у, найденная 
изв этою соотношеная (5), при произвольнома ш, была отлична, 
оть соотвьтотвующей производной, найденной непоередетвенио 
изв дифференальнаю уравненая (1). 
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Это ‘характерное отлище особаго решен оть частнаго было 
ухазано еще Лагранжемъ '), но съ особанною нолнотою и ид- 
слфдовательностью оно развито въ курс анализа Равбе *). 

Возможность отличя производной, найденой изъ интеграль- 
ито соотномешя оть такой же производной, опредёленпой 
непосредственно изъ дифференщальнаго уравнены, —съ пер- 
ваго азтлиха кажеть парадокеальною. 

Но этоть парадокс легко можно иотолковать геометрически: 
ХЬло въ томъ, что особый интеграль изображается огибающей 
семейства кривыхъ, соотвфтствующихь частнымь интеграламъ; 
въ общей точк® отибающаея н огибаемвя кызють общую касё> 
тельную (слЬковательно одинаковую первую производную орди- 
наты по абециеев), но, вообще говоре, кривизна ихъ въ этой 
общей точёЪ различна; поэтому втерын производиыя оть орхи- ^ 
наты окажутея различными. Въ отдВльныхь случаяхь, когда 
отибающая имфеть съ каждой изъ огибаемыхь соприкосновене 
порядка выше 1-го, вторыя произвольных могуть оказаться 
одинаковыми, но въ дальнёйлихь производныхь непремфнно 
вотрЬтатся различе, иначе огибающая сама бы принадлежала 
къ числу огибаемыхь. ПослЁдняя особенность иногда ветр- 
чается; но во веВхь такихь случаахь уравнеше огибающей 
будеть интеграломь частвымъ, & не особым, такь какь оно 
получается изъ общаго интеграла при надлежащемъ выбор® 
числовой величины произвольнаго постояннаго. 

Итакъ, оташие пронаводныхь высшие порндкове, наЙденныхь 
язъ дифференщальнаго уравненя, оть соотвфтетвующихт про- 
изводныхь, найдонныхь изъ интегральнаго соотнотеня, —есть 
необходимый ‘и достаточный признакь особо интетрала, 

$4. Изъ только что приведеннаго геометрическаго разсуж- 
дешя слёдуеть, что, для особаго интеграла, различе въ про- 
изводнихь обыкновенно обнаружитси, начиная со 2-го порздка: 
въ самомъ ДлЬ, случай, когда огибающая имфеть съ огибае- 


*) Тлунаное. 1. в, р. 198. 

=) Пане. ТИЁегениаЛ пай Тестатосниииа, 1847, Ва. Ш, 8. 319. Вь 
этомь куреф глава объ обобыхь иптегразхь дифференшальныхь урвв- 
венй изложена очень полно. 
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мой соприкосновеше порадка выше перваго — сравнифельно 

„р5докъ. ОлБдовательно, опредёлить характеръ найдениаго рёше- 

я, когда оно 060606, можно довольно легко. Но дБло обетоить . 
совершенно иначе, если найденный ннтеграяь есть Заетный: 

зб8диться въ томъ, что онъ дёйствительно частный, а не осо- 

бый— гораздо трудифе. 

ДЬЙствительно, сколько бы производныхь мы ни вычислили, . 
ихъ соотвфтетвенное равенство еще не позволяеть намъ утвер- 
ждать, что найденный интеграть чаетный, такъ какъ при даль- 
эЪйшемь дифференцироваюи могло бы обнаружиться различе 
въ производныхъ. 

Вь этомъ отнонен изложеный выше критер представлиеть 
значительный недостатокь. Улучиюия его были предложены 
Пузсеономъ *) и Кова *). 

Вь сущности оба эти признака близки между собою, хотя 
внзшнй видь ихъ разлячень. 

Мы воспользуемся идеею Коши въ пфеколько изифненной 
форыв. . 

Прежде всего замфтимъ, что интегральное соотношеше (5) 
можно представить вь чакомь вид, чтобы опроджляемый инь 
иитеграль у=(а) уравненя (Т) не обращаль производную 
9 у) 

ду 


ни 1) въ безконечность, ни 2) въ нуль. 


Первое почти очевидно: если мы получили соотношен:е (5) 
изъ равенства (8}, глВ (т, у, У) однозначная фунещя вели- 
чинъ 2, 9, У, тои Дь, у) будеть однозначна отпосительна 
хи у; если же мы пользовались равенствами (6), то можно 
преднарительно освободить интегральное соотношеше (5) оть 
хногозначныхь функц. Въ обоихъ влузаяхь функщя Обе, у) 
б 90,3) 
улоть однозваяна относительно ги и, в производнья ей о 

+) Робзюю. Зиг 183 зо[абонз рагбсиутое Чез бадамонь Ч голые ев о 
4е; бапайоня вих Ёбгеноея. Лоими] @е РЕсое Рориесниаие. Т. УТ. 
Самег, 13. 

*) Моуно. Се аИтенеТ её пёбутал, Т. ПП, Песой 29, 


— 1 —- 
не обратится въ безконечность при конечной величине 
у). 


Если бы величина у==ф(т} обращала въ нуль производную 
91, 
Ия „ то это бы зиачило, что у==ф(е) ееть кратный корень 
уравненщя 


Па, у. ‹ [6 


Оболначинь степень кратпости этого корня буквою К, мы 
можемъ. замнить уравнеше (5) новымь уравнешемъ 


Ада, у 
И о ®) 


которому уховлетворяету ть же величина у—%{т), при чемь 
производиая оть лёвой части уравневя (5’) по у уже не бу-. 
деть обращаться въ пуль при у=%(%). 

Итакь, не уменылая общности разсужден, можемъ принять, 
что уравнеше (5) съ самаго начала удовлетворяло двунъ ука- 
заннымъ выше условяыъ. Въ такомъ случай преобралуемь 
данное уравнене {1) подстановкой: 


Се, у=и, (12) 
гдВ # повое нензвфетное, вводимое вь уравнеше выБато у. 
Уравнеше (1) приметь вахь: 


ди _ ЭГ, у) 9, у) я 
ди” 0%, (3 


Вяеся въ правую часль выфето у ея выражене черезь % п 
$ изъ уравиеня (12), я вводя для краткости обозначен» 


ии, предетавимь ураянене (13) въ слфлующемт, вид: 


(и, ). (14) 


—12-— 


Таково кафференщельнов уравиеве (1) посл преобразо- 
вая помощью подстановки (12). 

Интеграль этого уравнены,  соотвётетвующй  интегралу 
у) зравнены (+), будегь: 


0. 15) 


Отсюда, между прочим, слёкуеть, что фуньщя (2, 9) не- 
`преябино обращается въ нуль при и =0 и произвольномъ х, 

Докажемъ, что характер интеграла н==0 дла уравпения (14) 
такой же, хакъ хврактеръ интеграла (5) для уравненя (1), 
т. в, смотря по тому, будеть ли и=0 особымь или частным 
нытеграломь уравненя {14),—и соотвошене (5) будеть осо- 
бымь или частнымь ивтеграломь уравнешя (1), и наобороть, 

Прежде всего замфтимъ, что изъ интегральнаго соотноменя 
(15) слблуегь ии’ нытье. ..2=0. Потому и=0 6у- 
деть особыиъ интеграломь тогда, и только тогда, если въ 
3ис48 производныхь высшихь порядковь оть м, изйденныхь 
изъ уравневя (14), найдется хоть одна отличпая оть нуля. 

Дифференцируя уравнене (12), связывающее соотвВтетву- 
юще интегралы уравненй (1} и (14), находимъ: 


Уи, 

а у + ди, 

Ро 3 р у-3 3 у" зу 96) 
ИВ уу уии, 


Ротавляя въ правыя части этихъ равенетвь вызсто произ- 
Зодныхь и’, и’, и”, ... ихь выражещя изъ уравнешя (14), 
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Иблучииь равенства, опредляющуя формулы соотвётотвующихь 
производныхь у’, У’, У”... изъ уравненя (1); эти величины 
будуть совершенно опрехфленныя, такь кавъ воэффищенты 
членовъ въ лЬвыхь частяхь равенствъ (16) конечны, а коэф- 
фищенты при послёднихь членахъ лёвыхъ частей, т. с. к 

хромф того, отличны оть нуля, на основан едъланнаго выше 
заыфчаня. 

Чтобы узнать, будеть ли соотномеше (5} особымъ интегра- 
ломъ, надо одифференцировать его и сравнить полученпыя 
такимъ образомъ выражен производнихь высшихь порядкову 
оть у съ производными, полученвыми изъ уравненй (16). 
Вынолнивъ дифференцироваше равенства (5), находимт: 


9.00, 
РУЗ ВЫ 
И, 
дд д тк 
д и 20 „ви 
о еду 07) 
90» 

. И 

= Зы 9 И и!" —% 


Теперь асно, что, если иправыя чаети равенствь (16) ве 
безъ исключеня равны нулю, то производпыя огь у, опред»- 
ляемыя изъ ревенствъ (16) п (17), соотвфтствеяно одинаковы, 
воли же между правыми частяин равенствъ (16) есть отлич- 
ныя оть нуля, то сказавных производныя не будуть вов со- 
отвЪфтетвенно одинаковы. А это и значить, что характерь инте- 
грала (5) уравненя (1) такой же, какъ интеграла и==0 ура- 
вненя (14). 

Итакъ, рЬшене поставлениаго нами вопроса сводится кь 
задачь: найти, бужеть лв и=0 частвымъ или особымтъ ипте- 
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граломъ преобразованнаго уравнешя (14), или, что то же, 
будуть ян вс производных и”, и’ опредфленныя изъ 
уравненя (14), при и==0 нулями, или же всть между нимя 
оть нуля отличныя. 

Мы выдфзн вкле, что фунюща (и, и), стоящая въ пра- 
вой части равенства (14), обращается въ пуль при #0 и 
при произвольномъ гл. 

Иусть вамь удалось подобрать тавую степень @, чтобы 


Ми “Ч, и) (18) 


было величиною конечною и отличною оть пули. Это возможно 
вЪ томъ случав, если и==0 пря пронзвольномь хо не есть 
существенно особая точка функци Ф(х, #). 

Слковательно, цфль хостижныя всяый разъ, кога функця 
4(2, и) затебраическая относительно и, и во многихь слу- 
чаяхъ, когда она транецендентная. Такъ какъ вь теорш диф- 
ференщальныхь уравненй приходится по преимуществу юмфть 
вЪ виду уравнешя злгебраичевыя относительно неизввстной 
функци и ея производной, то, предполагая существоване 
степени ©, удовлетворяющей сказанному условю, мы не вио- 
симь существеннаго ограничена въ наши разсуждени. 


Положивь: 
ит, в ь, в), (13) 
приведемь уравнене (14), а, слбдовательно и (1) вЪ виду: 
ие и), (20) 


тдв фе, и) конечна и отлична оть нуля при #-=0 и‘ произ- 
ВОЛЬНОМЪ #. 


Дифференцируя это уравнене и принимая во внимвн1е само 
соотнощене (20), находимъ: 


пи ке, ни м, пни" ЭН =). (21) 


== 15 += 


Еели-а 21, то это Выражене примегь вид: 


ии") (т, и), (22) 
гд8 


У, ий Ч з)-ни итд а, , „и 


есть фупкщя конечнан при #==0 и произвольномь 

Отсюда слёдуеть, что м” при и—0 и произвольномъ 2 обра- 
титех въ нуль. 

Одифферевдеровавь выражеше (29) мы вь случа «21 
опять получимъ выражене такого же виха и убфднмея, что 
и”’ при и==0 и произвольномъ х равна нулю, ит. д. 

Одиныъ словом, если я 2 1, то #==0 будеть частнымь пнте- 
гралонъ уравненя (14). 

Въ случа д <1 формула (21) приметь виде: 


ие, 9), #3) 
тдВ 
9 (к, в) 
9% 


фе, у, ини > 9. 9) Ча, в)-нв' 


веть функщя конечная и отличнав отъ нуля при #==0 и нро- 
ЗВоЛЬНОыЪ #2. 

Одифференцировавь выражеше (23), найдем: 
и Чу, 9), р (24) 
ГА . 

(д 2 

О т 
опять конечна и отлична огь вуля при н=0 и ироизволь- 
номъ 2, ит. д 

Общая формула будеть слёлующахо вида: 


оО а, и), (25) 
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1 ©, и при и=0 и произвольномь 2 конечна и 0#- 
лична отъ нуля. 


Ясно, что при 


= 
1— 


показатель ия-—(т—1) окажется нулемь или числомь отрида- 
тельнымъ. Вь такомъ случаФ производная и”) при и—0 и 
произвольномъ х будеть или конечна и отлична оть нуля, или 
равна безконечности. 


А это значить, что при х<_1 уравнеше и==0 есть инте- 
граль есобый. ` 


Выше изь геометрическихь соображенй, ны видфля, что въ 
случа особаго интеграла обыкновенно уже втерая производ- 
ная, найденная при помощи интегральваго соотношеня, будеть 
разниться отъ второй производной, дазаемой самимт, дифферен- 
щальнымь уравнешщемъ. Это значить, что обыкновенно въ 
случа оеобаго интеграла, показатель 22—1 входяний въ фор- 
мулу. (23) будеть нуленъ, т. е. въ большинств® случаевь 
& = 5 это, дЬйетвительно, и оправдывается на многочислен- 
чыхь прим®рахъ, приводимыхь въ курсахь анализа и въ от- 
дёльныхь работахь, касающихся особыхь рёшенй дифферен- 
щальныхь уравненй. . 


наказ, если в формуль (90) показатель х < 1, то и=0 
есть интефиие особый; вё противномь случаь онз интециыь 
частный. 

Отеюда, между прочиыъ, слбдуетъ, что только три первыя 
изъ числа условй (6} могугь дать особыя рёшеншя, Еели ий 
одио изъ этихь трехь условй не. нмфеть мфста, а осуще- 
ствляетсл только одно изъ дальнЪйлихь равенствъ (6), то но- 
лученное соотноменйе, хотя бы оно и удовлетворяло уравив- 
ню (1), викогда не будегь особым интеграломъ. 


== 


Особи инраль орааненйя (1). шой продолоноя вой 
однимз из5 условйй 


Не, уе, 4 =<, г == со. {26) 


Изъ еказаннаго намфчается весь путь нахождешя особыхь 
янтеграловъ дифференщальныхь ураввен! перваго порядка: 

1) Сестававъ условя (26), смотримь, не содержится ли въ 
нихь соотношеня между 2 ни у, которое удовлетворяло бы 
уравнению (1). 

2) Если такое интегральное соотношене оказывается суще- 
ствующимь, то мы дфлаемь преобразоваше (12) и приводимь 
данное уравнене къ виду (20). Послёднее возможно для вся- 
каго уравнешя алгобраическаго отноентельно у и для миогитъ. 
трансцемдентныхь. 

3) Приведя данное уравнеше къ ввду (20), смотримъ, ка- 
вова величина я; ееди х < 1, то найдеимый интеграль особый; 
въ противномъ случав онъ есть частный интегралъ. 


$.5. Пошенимь сказаыное примфрами. 


Приызрь 1. у=ж-нуу—аА. 


та 


9 зу 


Это выражоне обращается въ безконечность при 


у. 
Послфинее соотиошеше удовлетворяеть данному: уравиенио. 


Положивъ: 
и=у—я', 


18 — 
Зриведомь данное уравнеше хъ_ виду: 


чи. 
"Текъ какъ 1 < 1, те навденвый интеграль-—особый: 


Въ том ‘ме’ самонъ мы убъждаемся 1) изъ сравневя най- 
деннето р"ёшешя уз? сь общине’ нитеграломъ: 


. ше `\* 
и), 


2) сразаивь выражене 2-ой производной 


съ ‘выражешемь той же производной, вычисленной непосред- 
ственно изъ дифференщальнаго уравнена: 


Иа | 2и-+уух 


Эти два выражения у” оказываются различными между собою. 
Примръ 2. у=2+ (и. 
При 
= 
выражена. 9 и. чу 9 


Е 9 конечны, & би эбращаетея въ безко- 
нечность. 


Соотношен!е 


У 


Фшять служить интеграломт.. 


— 18 — 
Положивъ: 
и=у—2*, 
найдемъ: 
ии, 
3 
Въ денномъ случаЪ: а =8 > Интеграл ‘у-=2* ость 
частный. И дёйетонтольно, дафференцаруя уравнене 


У 2 - (уф) 
находимъ: 


3 . 1 
а би, ук у ая. 
При у—%* эти производиыя тождественны съ вычисленными 


изъ найдениахо соотношеня уг“: 


у’— ра О тн, ==0, 


Общий интеграль даннаго уравненя: 


у=т-+ та 
`обращьется въ уз при с= <. 
Прим фръ 3. (1-5) — ууу —1=0. 
Рёшивъ это уравнеше относительно у’, находимъ: 


_ жук", 


у = ОО Вт" 
Производная у обращается въ безконечноеть при: 
у а. 


Это уравнене есть интеграль даннаго. 


-я- 
Вводимъ новое перемённое, полагая: 
и—1-4*—9". 
Посл ряда упрощен получимъ: 
зу УИ». 


ух Пя ^^ 


Такъ каЖЪ & = <\1 то найденный иитеграль особый. 


Въ томъ же езмомъ мы убфждавися 1) изъ сраанешя най- 
деннаго интегральнаго соотношешя съ общимъ интограломъ: 


ужеех-- УТ"; 


2) заыфтивъ, что 2-я производная м” вычиеленная изъ ураяпеня 


и аун = 


т 


при #=0 раяна: м”=— 1-й слфювательно, отличается оть 


пуля, 
ПрииЪръ 4. У‘—4у@У— 2:0. 
Одифферевияровазъ это уравнеше шо у’, находим: 
У луну —2у) = 


Исключивь У’ изъ этихь даухь уравневи, находинь соот- 
пошеше 


д 


16 


хоторое удовлетноряеть данному уравненю. 
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Чтобы опредёлить карактевь отого- янтеграла, ‹ преобрьзуеиь 
данное уравнеме подотановкой: 


`Повяв нфкоторыхь упрощенйй получныъ: 
и’ ==— Уи. 

Такъ какъ «= < 1, то найденный интеграть особый. Въ 

этомъ мы убфждаенся и изъ выражены общиго интеграла: 

уе (тс). 

Прин ръ 5. у’—4хуу + Ву*—0. 

Одифференцировазь это уравнеше по У, находамт: 
Зу'*—4у=0. 


Исключикь у’изь этихь днухь уравненй, накодииь ©00т- 
ношен:е; 


служащее интеграломъ. 


Для опредфлешя характера этого интеграла, дЪлаемь нод- 
становку: 


2 у 
38— ужи. 


Мослв нфкоторыхь упрощевй получаемъ: 
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-„Такъ кахъ.рёшене этого уравнеша осносительно и’ пред- 
оставляло бы н®которую механическую‘ сложность, то’ мы мо: 
жемь ограничиться вычиелешемъ показателя х по методу нёи- 


т 
моньшихь показателей. Онъ оказывается равнымт, 5; сл хова- 


тельно, найденный интеграль-—особый, въ чвиъ нась убфждаеть 
и вырзжене общаго интеграла даннаго уравиенуя: 


у-еи—9". 
Прииёръ 6. у*-—хуу-нуЧву—0; 
Однфференцироваюь это уравнеше по у’, находим: 
2у—ту—0. 


Искяючивь У, находимъ интеграль даннаго уравнения: 


= 
уе“. 
Выполнивъ подотановну: 
9 
и, 
получаемъ: 
№ —и—0, 
откуда: 
и. 
Хотя двиное уравнеше транбцендентное, т®мъ не менфе 
1 
величина а вполиф опредфленная: она равна 5; слёд. инте- 
= 
тгралъ уе особый; это видно и изъ формулы общаго ннте- 


себ а 
‘ 


траха: у—е 
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Приыбрь у. (@у’-+у)'==49*@у). 
Одифференцировавь по У, находимт: 
За(ву’+3)*==0. 


Искяючивъ у’ изъ двухь посявднихь уравненй, находныь 
интеграль данвято уравнения: 


дут, 
гдё произвольное излое чиело. 


Лреобразуя данное уравнене подстановкой: зи(ау)=и, при- 
водимъ вго кь виду: 


ии, 
Въ данномь случа « опять иметь влолнЪ опрехвленную 


2 
зеличину. = ; тань вакъ она меньше единицы, то найденный 
интеграль-— особый. 


Диффервнцируя равенство 


(1 я, 


находим: 


Величина #” при #==0 равна вулю. 
-Дифферендируя послёднее равенство еще разъ, вихныъ, что 
2 
при и==0 волячина и” равиа 5, слфдовательно, опа отличия 


оть нуля. Это служить новыиъ доказательствомь того, что 
найденный интеграль— особый. 
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$6. Дифференщеальное уравнен!е я-го порадиа, въ форм 
аналогичной уравненю (1), прекставлаетен въ слёдующемь 
вид: 


УЗ, У У, У +. У 9, У"). 27) 


О-немъ можно повторить, сь надлежащими обобщешями, 
сказанное выше въ параграфахь 1, 2, 3, 4. А именно: 

1. Особые интегралы урзвненя (27) монуиз быть найдены 
изъ соотношенй: 


Ве, 

. % . 4 _ 

= <, — р дев <, 

9{ 9 9 {28) 


де а а 


при услови, чтобы найденное соотнотено: а) удовлетворяло 
уравненно (27), 6) пе заключалось въ общемь нитегралВ этого 
уравлев. 

2. Освободивь уравпеше (27) оть миогозпааяныхь функц, 
мы предетавимь его въ видф: 


т, у, У У", 2. и, у), (23) 
гдБ лфвая чаеть есть функция голоморфиая при конечныхт зна“ 
ченяхь аргументовь. Особые интегралы его моцуть быть най- 
дены изь условй: 

1) 2—0, 


о, о, у) 
°) де °, (30) 
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если найденное соотношев!е удовлетворяеть уравнению (29) и 
пе заключается въ ого общемь интеграл. 

3. Признакъ необходимый и достаточный для того, чтобы 
соотнонтенте 


Ор уу, о УВ, уе уд 8 


было интеграломъ уравнешя (27) или (29) состоитъ въ томъ, 
чтобы по крайней мЪрЪ одна изъ производныхь 


О, учи, уч, ..., 


вайдепная изъ уразнешя (31), была отлична оть соотвётетву- 
зющей производной, найденной изъ уравнешя (27) или (29). 
4. Чреобразуя уразнене (27) полетановкою 


ие, у, У, У", 4 т, "9, (32 


приведемь его къ виду: 
[2 й _ 
Е, в у, 3 9. (83) 


"Если соотнотеше (31) есть интеграль уравнеша (27); то 
правая часть равенства (33) обращается въ нуль при и==0 
и произвольныхь #, у, У, ..., У". Въ большинствв слу- 
чаевъ удается правую часть уравнея (33) представить въ 
вид: ` 

То, №, ФУ, 4 9"), 89 
тдё фуввшя { конечна и отлична отъ нуля при и=0 и ко- 
нечныхь пронзвольныхь 2, у, У’, У”, ..., У" ®. 

Если «< 1, то интеграль (31) особый, въ противном слу- 
ла$ это-чаетяый интегралъ. 

Прижъръ 1. зу” —Зуу’+х=0. 

Дифференцируемь по у”: 

ау". 
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Исвлючаемь У”: 


Это соотнотеню данному уравнешю удовлетворяетъ. 


Положиет: 
и— Ух, 
находимъ: : 
ды’ ощичьт) 50, 
отЕуда 


ии. Умеаа-у, 
я 


Такъ какъ © = : <«Ъ, то найденный интеграль особый, 
Приифрь 2. у’ дуау ууу". 
Диффененцируя по у”, находимъ: 

зу’ —"ву—у=0, 
Искяючаемь у”: 


ву. 


Это соотношеве данному уравнентю удонлетворяеть. 
Положивъ 
зу = ) "_ , 
ваходимъ: 
ау 50. 
Оттеюда: 


ий х |( ви )— }. 
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1 
Такь закь а= < 1, то найденный интеграль— особый. 


Примёрь 3. у" Ча" учнау — ну 
Сену", 


Дифференцируень по у\ 
я" — Эда" у-нау —У’--у 0. 
Исключаемь у"; 
уинаи"учеау 9". 
„Это соотношене уловлетворяеть данному уравненио. 
Преобразуя его подотановкою: 


у" уу 9". 
чаходичъ: 
и’ дау’-Ну”)зи-=0. 
Отсюда: 


ий, оду” + ву Уч)". 


Такъ какъ ака, то найденный интеграль—особый. 


